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第 1問 （配点 60 点）

問 1
∂z

∂x
= 2x,

∂z

∂y
= 6y より, 点 (1, 2, 13) における接平面の方程式は

z − 13 = 2 · 1(x− 1) + 6 · 2(y − 2) ∴ 2(x− 1) + 12(y − 2)− (z − 13) = 0

である. したがって接平面と直交するベクトルは



2

12

−1




または, これと平行なベクトル. したがって答は 7©である.

問 2 t = x+
√

x2 + aより t−x =
√

x2 + aであるから,これの両辺を 2乗して t2−2tx = a

より

x =
t2 − a

2t
,

√
x2 + a = t−x = t− t2 − a

2t
=

t2 + a

2t
,

dx

dt
=

2t · t− (t2 − a)
2t2

=
t2 + a

2t2

よって

I =
∫

dx√
x2 + a

=
∫

2t

t2 + a

t2 + a

2t2
dt =

∫
1
t

dt = log |t|+C = log |x+
√

x2 + a|+C

最後に
√

x2 + a >
√

x2 = |x| = −x より x +
√

x2 + a > 0 であることに注意すれ

ば, 絶対値記号を省いて良いので I = log(x +
√

x2 + a) + C となる. したがって答は

7©, 6©, a©, c©, 7© である.

問 3 指数関数のマクローリン展開が ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · · =

∞∑

n=0

xn

n!
である

ことより

f(x) = (x + 2)ex

= x

∞∑

n=0

xn

n!
+ 2

∞∑

n=0

xn

n!

=
∞∑

n=0

xn+1

n!
+ 2

∞∑

n=0

xn

n!

= 2 +
∞∑

n=1

(
1

(n− 1)!
+

2
n!

)
xn

= 2 +
∞∑

n=1

n + 2
n!

xn

ゆえに n = 1 について an =
n + 2

n!
である. よって a3 =

5
6

, a4 =
1
4
である. した

がって答は, それぞれ a© と 6© である.
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問 4

lim
x→∞(3x−

√
9x2 − 3x− 1) = lim

x→∞
(3x)2 − (

√
9x2 − 3x− 1)2

3x +
√

9x2 − 3x− 1

= lim
x→∞

9x2 − (9x2 − 3x− 1)
3x +

√
9x2 − 3x− 1

= lim
x→∞

3x + 1
3x +

√
9x2 − 3x− 1

= lim
x→∞

1 +
1
3x

1 +
√

1− 3x + 1
9x2

=
1
2

.

したがって答は 3© である.

問 5
∫∫

D

x

y2
dxdy =

∫ 2

1

{∫ x2

1

x

y2
dy

}
dx

=
∫ 2

1

[
−x

y

]y=x2

y=1

dx

=
∫ 2

1

(
−1

x
+ x

)
dx

=
[
− log |x|+ x2

2

]2

1

=
3
2
− log 2.

したがって答はそれぞれ a© と 3© である.
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第 2問 （配点 40 点）

問 1 半円 A の右半分と左半分を

A1 = {(x, y) : x2+y2 5 1, y = 0, x = 0}, A2 = {(x, y) : x2+y2 5 1, y = 0, x < 0},

とおくと, A1 上 ρ(x, y) = 2, A2 上 ρ(x, y) = 1 であるから

M = 2
∫∫

A1

dxdy +
∫∫

A2

dxdy = 2×A1の面積+ A2の面積 =
3π

4

よって 12 の答は 2©であり，

X =
4
3π

{
2

∫∫

A1

x dxdy +
∫∫

A2

x dxdy

}
, Y =

4
3π

{
2

∫∫

A1

y dxdy +
∫∫

A2

y dxdy

}

となる．ここで x = r cos θ, y = r sin θ と極座標に変換すると

X =
4
3π

{
2

∫ π/2

0

{∫ 1

0
(r cos θ)r dr

}
dθ +

∫ π

π/2

{∫ 1

0
(r cos θ)r dr

}
dθ

}

=
4
3π

{
2

∫ 1

0
r2 dr

∫ π/2

0
cos θ dθ +

∫ 1

0
r2dr

∫ π

π/2
cos θ dθ

}

=
4
3π

{
2 ·

[
r3

3

]1

0

· [sin θ]π/2
0 +

[
r3

3

]1

0

· [sin θ]ππ/2

}
=

4
3π

(
2
3
− 1

3

)
=

4
9π

,

Y =
4
3π

{
2

∫ π/2

0

{∫ 1

0
(r sin θ)r dr

}
dθ +

∫ π

π/2

{∫ 1

0
(r sin θ)r dr

}
dθ

}

=
4
3π

{
2

∫ 1

0
r2dr

∫ π/2

0
sin θ dθ +

∫ 1

0
r2dr

∫ π

π/2
sin θ dθ

}

=
4
3π

{
2 ·

[
r3

3

]1

0

· [− cos θ]π/2
0 +

[
r3

3

]1

0

· [− cos θ]ππ/2

}
=

4
3π

(
2
3

+
1
3

)
=

4
3π

.

したがって 13 と 14 の答はそれぞれ e©, b©である.

問 2 ux = 1, uy = 1, vx = y, vy = x より

fx(x, y) = gu(x + y, xy)ux + gv(x + y, xy)vx

= gu(x + y, xy) + gv(x + y, xy)y

= gu(x + y, xy) · 1 + gv(x + y, xy) · y

であるから

fxy(x, y) = (gu)y(x + y, xy) + (gvy)y(x + y, xy)

= guu(x + y, xy)uy + guv(x + y, xy)vy

+(gvu(x + y, xy)uy + gvv(x + y, xy)vy)y + gv(x + y, xy)

= guu(x + y, xy) + guv(x + y, xy)(x + y) + gvv(x + y, xy)xy

+gu(x + y, xy) · 0 + gv(x + y, xy) · 1.
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したがって答は順に 1©, 5©, 8©, a©, 0©, 1©.
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第 3問 （配点 55 点）

問 1 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −1 1

0 1 −1 −1

0 1 1 3

0 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1

1 1 3

2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

したがって答は 5©である.

問 2 (1) |A| = 3

したがって答は 6©である.

(2) Eを 3次の単位行列とすると，

|An −An−1| = |A|n−1|A− E| = 3n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1

2 −2 3

3 −2 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5·3n−1.

したがって答は 8©, 6©である.

問 3 


1 1 3 1 1 1

1 2 4 1 2 2

2 −1 3 −1 −1 1



−−−−−−−→
行基本変形




1 0 2 1 0 0

0 1 1 0 1 1

0 0 0 −3 0 2




(1) 上の式より，左から 2番目のもの．したがって答は 2©である.

(2) x + 2z = 0, y + z = 1を満たすものは

(−4,−1, 2), (−2, 0, 1), (0, 1, 0)

の 3個．したがって答は 3©である.
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問 4 (1) u3·u3 = 1および a > 0より，aの値は 1である．したがって答は 4©である.

(2)

x·u1 = (u1 + 2u2 + 3u3)·u1 = 1

x·u2 = (u1 + 2u2 + 3u3)·u2 = 2

x·u3 = (u1 + 2u2 + 3u3)·u1 = 3

したがって答はそれぞれ 4©, 5©, 6©である.

(3)

x = (x·u1)u1 + (x·u2)u2 + (x·u3)u3 =
6√
3

u1 +
0√
6

u2 +
−2√

2
u3

したがって答はそれぞれ 9©, 3©, 1©である.
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第 4問 （配点 45 点）

問 1 


1 1 2 1

1 1 2 2

2 −1 1 1



−−−−−−−→
行基本変形




1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0 1




行基本変形で列ベクトルの間の線形関係は変わらないから，第 1，第 2，第 4列のベ

クトルは 1次独立で，第 3列のベクトルは第 1列および第 2列のベクトルの 1次結合

である．よって，部分空間の次元は 3である．したがって答は 2©である.

問 2 T (x) = Axより




x1 + 2x2

x1 + x2 + ax1x2

bx1 + x2


 =




1 2

1 c

2 1





x1

x2


 =




x1 + 2x2

x1 + cx2

2x1 + x2




(1) 各成分において，x1, x2, x1x2の係数を比較して a = 0, b = 2, c = 1である．

したがって答はそれぞれ 3©, 5©, 4©である.

(2) 連立 1次方程式 y = Axが解をもつように dを定める．




1 2 1

1 1 2

2 1 d



−−−−−−−→
行基本変形




1 0 3

0 1 −1

0 0 d− 5




より，d = 5である．したがって答は 8©である.

問 3 Aの固有値を計算する．固有多項式は

|xE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x + 1 0 −2

0 x− 1 0

−2 0 x + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− 1)

∣∣∣∣∣∣
x + 1 −2

−2 x + 1

∣∣∣∣∣∣
= (x− 1)2(x + 3)

である． よって 39 = 1．したがって答は 4©である.
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第 5問 （配点 50 点）

問 1 まず，y′ = x は最も簡単なタイプの微分方程式で，このまま直接両辺を積分すれば

y(x) =
1
2
x2 + c (c :任意定数)

を得る．

次に，微分方程式 y′ = 1 + y2 は

1
1 + y2

y′ = 1

と書き直せるから変数分離形の一種であり，両辺を積分すれば

tan−1 y = x + c (c :任意定数)

を得る．これを書き直して

y(x) = tan(x + c).

最後に，x > 0で考えた微分方程式 xy′ = 1 は

y′ =
1
x

と書き直して両辺を積分すれば，

y(x) = log x + c (c :任意定数)

を得る．

したがって答はそれぞれ 2©, 3©, 4©である.

問 2 初期条件より yが恒等的に 0である関数は解ではない．微分方程式 y′ = y は前問と

同様に簡単に積分が出来て

log |y(x)| = x + c　あるいは　 |y(x)| = ex+c (c :任意定数)

となる．これより y(x) = c′ex (c′ = ±ec)を得る．初期条件 y(−1) = 1を満たすため

には c′ = eすなわち c = 1．したがって求める解は

y(x) = ex+1.

微分方程式 x + yy′ = 1 は，このまま両辺を積分して

1
2
x2 +

1
2
y2 = x + c (c :任意定数)

を得るが，初期条件 y(1) = 1を考慮すれば c = 0が分かるので，

x2 + y2 = 2x.
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求める解は初期条件より

y(x) =
√

1− (x− 1)2.

したがって答は 2©, b©である.

問 3 (1) この問題を解くためには特性方程式や特性解についての基本的知識だけでまに

あう．実際，ここで与えられた関数を解とする微分方程式は，解答群に与えられ

た 2階の定数係数微分方程式のうちから探すとなると，

y′′ + 2y = 0

しかない．実際に代入して確かめると解である．したがって答は 0©である.

(2) この問題はきわめて標準的である．よく知られているように，対応する同次 (斉

次)方程式は

y′′ + 2y = 0

で，その特性方程式および特性解は

λ2 + 2 = 0, λ = ±
√

2i (iは虚数単位)

である．したがって一般解はA,Bを任意定数として

y(x) = A cos
√

2x + B sin
√

2x

である．また，非同次微分方程式

y′′ + 2y = cosx

の特殊解の一つは，(例えば未定係数法によって)

y(x) = cosx

であることが容易に分かる．したがって，与えられた微分方程式の一般解は

y(x) = cosx + A cos
√

2x + B sin
√

2x

である．次に，初期条件

y(0) = 1, y′(0) = 1

を考慮すれば，

A = 0, B =
1√
2

すなわち,

y(x) = cos x +
1√
2

sin
√

2x

を知る．したがって答は 2©である.
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問 4 これも前問同様であるが，微分方程式が非同次であることと関数 y(x) = 4e2x−e−3x +

5e−x の各項の果たす役割が予め特定されていないところが少々面倒である．そこで，

解答群にある 3つの候補について特性方程式と特性解を求めれば，

(λ + 3)(λ− 1) = 0 λ = −3, 1

(λ + 3)(λ + 1) = 0 λ = −3,−1

(λ− 2)(λ + 1) = 0 λ = 2,−1

である．このことから，最初の微分方程式は不適．第 2，第 3の微分方程式には可能

性があるが，第 3のものは非同次項 (右辺)が e−3xの形を含まないので不適．

したがって，可能性のあるものとしては第 2のものだけが残る．そうだとすると，4e2x

は y′′ + 4y′ + 3y = 60e2x の特殊解になっているはずであるが，それは直接に代入し

てみて確認される．したがって答は 1©である.
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第 6問 （配点 50 点）

問 1 微分方程式

y′′ + 2ay′ + a2y = 0

は 2階の定数係数同次線形微分方程式で，その特性方程式は重解−aをもつ．したがっ

て，その一般解は任意定数 c1, c2を用いて

c1e
−ax + c2xe−ax

で与えられる．したがって答は 1©である.

問 2 ここで用いられているのは微分方程式の線形性である．実際，

y′′1 + 2ay′1 + a2y1 = f(x)

y′′2 + 2ay′2 + a2y2 = f(x)

を辺々引けば

y′′0 + 2ay′0 + a2y0 = 0

となり，しかも y0は

y0(0) = y1(0)− y2(0) = α− α = 0

y′0(0) = y′1(0)− y′2(0) = β − β = 0

を満たす．

変換

z(x) = eaxy(x)

によって

y = e−axz

y′ = −ae−axz + e−axz′

y′′ = a2e−axz − 2ae−axz′ + e−axz′′

となるので，これらを (∗∗)に代入して，e−axが 0でないことに注意すれば，

z′′(x) = 0

を得る．初期値に関しては明らかに

z(0) = y(0) = 0, z′(0) = ay(0) + y′(0) = 0

であるので，関数 z(x)は恒等的に 0であるものしかない．

これは関数 y0(x)が恒等的に 0であることを，すなわち y1(x), y2(x)が完全に一致す

ることを示している．y1(x), y2(x)は (∗)の解であったので，(∗)には解が 2つ以上は
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存在しないことになる．つまり (∗)の解は多くとも１個である. ここで (∗)が解をも
つことはわかっているので，(∗)の解はちょうど 1個である．

したがって答はそれぞれ 3©, 0©, 0©, 6©, 0©, 0©, 0©, 0©である.
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第 7問 （配点 50 点）

問 1

E
(
{X − E(X)}2

)
= E

(
X2 − 2XE(X) + {E(X)}2

)

= E(X2)− 2E(X)E(X) + {E(X)}2

= E(X2)− {E(X)}2

したがって答は 2©, 1©である.

問 2 正規分布の母平均を区間推定する場合，信頼区間は信頼度と標本の大きさに依存する．

信頼度を変えずに標本の大きさを大きくすると信頼区間は狭くなり，標本の大きさを

変えずに信頼度を大きくすると信頼区間は広くなる．したがって答は c©, d©である.

問 3 X と Y の共分散 Cov(X,Y )は X̄ = E(X), Ȳ = E(Y )とすると，

Cov(X, Y ) = E
(
(X − X̄)(Y − Ȳ )

)

= E(XY )− X̄Ȳ

となる．ここでX, Y が独立ならば, E(XY ) = E(X)E(Y ) = X̄Ȳ となり，共分散は

0となる. したがって答は 0©である.

問 4 分布関数の定義より lim
x→−∞FX(x) = 0, lim

x→∞FX(x) = 1である. したがって答は 0©, 1©
である.

問 5 X, Y はそれぞれ平均 3, 分散 1であるから −Y の平均は −3, 分散は 1となる. した

がってX − Y = X + (−Y )の平均は

(X の平均) + ((−Y )の平均) = 0

である. またX,Y が独立であるからX と−Y も独立であり, X − Y の分散は

(X の分散) + ((−Y )の分散) = 2

である. したがって答は 0©, 2©である.
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第 8問 （配点 50 点）

問 1 尤度関数

L(λ; x) =
(

1
λ

e−
x1
λ

)(
1
λ

e−
x2
λ

)
· · ·

(
1
λ

e−
xn
λ

)

の対数をとると,

l(λ; x) = −n log λ− 1
λ

n∑

i=1

xi

となる. これを λで微分すると,

dl

dλ
(λ; x) = − n

λ
+

1
λ2

n∑

i=1

xi

となる．ここで
dl

dλ
(λ; x) = 0を求めると，λ =

1
n

n∑

i=1

xiを得る．増減表などによっ

て増減を調べることにより l(λ; x)はλ =
1
n

n∑

i=1

xiで最大値をとることがわかる．よっ

て最尤推定値 λ̂ =
1
n

n∑

i=1

xiである．

したがって答はそれぞれ 1©, 6©, 7©である.

問 2 二項分布B

(
5,

2
3

)
の確率関数は

p(k) = P (X = k) = P (Y = k) = 5Ck

(
2
3

)k (
1
3

)5−k

である. したがって

p(0) = 5C0

(
2
3

)0 (
1
3

)5

=
1
35

p(1) = 5C1

(
2
3

)1 (
1
3

)4

=
10
35

p(2) = 5C2

(
2
3

)2 (
1
3

)3

=
40
35

となる. X, Y は独立だから同時確率はそれぞれの確率の積となる. よって

P (X = 0, Y = 2) = p(0)p(2) =
40
310

P (X = 1, Y = 1) = p(1)p(1) =
100
310

P (X = 2, Y = 0) = p(2)p(0) =
40
310

である. 条件付き確率は

P (Y = 1 | X + Y = 2) =
P (X = 1, Y = 1)

P (X = 0, Y = 2) + P (X = 1, Y = 1) + P (X = 2, Y = 0)
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であるから,

P (Y = 1 | X + Y = 2) =
(

100
310

) / (
40
310

+
100
310

+
40
310

)

=
100
180

=
5
9

=
5
32

となる. したがって答はそれぞれ 3©, c©, e©, c©, 2©である.


