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中間試験 1 1から 35の目が均等に出るサイコロを 1つ投げる．出た目の 2乗を確率変数 f̂ とするとき，期待
値
〈
f̂
〉
を求めなさい．必要であれば，

n∑

i=1

i2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)を用いなさい．

中間試験 2 エネルギー固有値が E(nx,ny) = E0

(
n2
x + n2

y

)
（ただし，nx と ny はともに自然数，E0 は正の定

数）で表されるとき，状態数 Ω(E)を 0 ≤ E ≤ 15E0 についてグラフに表しなさい．
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中間試験 3 ある孤立系の状態数が Ω(E) = 10(E/E0)
3 で表されるとする． 系のエネルギーが 3E0 である

とき，エネルギー固有状態 i が実現する確率 pi を近似的に求めなさい．ここでは，エネルギー固有値 Ei が
2E0 < Ei < 3E0 を満たすエネルギー固有状態 iは共通のマクロな性質を持つと考えなさい．
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中間試験 4 単原子分子理想気体（原子の質量M，体積 V，粒子数 N，逆温度 β）について，低密度では分配

関数が Z =
V N

N !

(
2πM

βh2

)3N/2

（ただし，hはプランク定数）で表される．このとき，理想気体の状態方程式を

導出しなさい．なお，圧力が p =
1

β

∂

∂V
logZ と表されることは既知とし，ボルツマン定数を kB としなさい．

中間試験 5 ヘルムホルツの自由エネルギー F について，次の問いに答えなさい．以下では，β が逆温度，V が
体積，Z が分配関数，U が内部エネルギー，T が絶対温度を表すものとしなさい．

(1) 熱力学では，圧力 pは p = −∂F
∂V
と表される．圧力の表式 p =

1

β

∂

∂V
logZ を踏まえ，F を β と Z を用

いて表しなさい．
(2) 熱力学では，エントロピー S は S = −∂F

∂T
と表される．S =

U − F

T
を満たすことを示しなさい．ただ

し，内部エネルギーが U = − ∂

∂β
logZ と表されることは既知としなさい．
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中間試験 6 温度が一定（逆温度 β）で磁場 H⃗ = (0, 0, H)（ただし，H > 0）のある空間に，電子が一つ固定
されている．電子はスピンと呼ばれる固有の角運動量を有しており，z 方向を向く状態（「状態 +」と呼ぶ）と，
−z 方向を向く状態（「状態 −」と呼ぶ）の二つがエネルギー固有状態である．また，エネルギー固有値は，磁気
モーメント µ0（ただし，µ0 > 0）を用いて，状態 +では E+ = −µ0H，状態 −では E− = µ0H と表される．

(1) 分配関数 Z を求めなさい．
(2) 状態 +に対応する確率を p+，状態 −に対応する確率を p− と表す．p+ と p− を求めなさい．
(3) β → 0と β → ∞について，p+ と p− の値を求めなさい．
(4) β に対して，p+ は単調増加，p− は単調減少することを示しなさい．
(5) p+ と p− を，横軸を β とするグラフで表しなさい．ただし，β > 0について ∂2p+

∂β2
< 0，∂

2p−
∂β2

> 0であ
ることは既知としなさい．

(6) 系の内部エネルギー U を求めなさい．
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中間試験 7 カノニカル分布に関して，次の問いに答えなさい．以下では，Z が分配関数，kB がボルツマン定
数，β が逆温度，T が絶対温度を表すものとしなさい．

(1) エネルギー固有値の期待値
〈
Ĥ
〉
を計算することにより，内部エネルギーの表式 U = − ∂

∂β
logZ を導出

しなさい．

(2) 内部エネルギーのゆらぎの表式 σ =

√
∂2

∂β2
logZ を導出しなさい．

(3) 比熱は C =
∂U

∂T
により定義される．C を kB，T，σ を用いて表しなさい．
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中間試験 1 1から 35の目が均等に出るサイコロを 1つ投げる．出た目の 2乗を確率変数 f̂ とするとき，期待
値
〈
f̂
〉
を求めなさい．必要であれば，

n∑

i=1

i2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)を用いなさい．

中間試験 2 エネルギー固有値が E(nx,ny) = E0

(
n2
x + n2

y

)
（ただし，nx と ny はともに自然数，E0 は正の定

数）で表されるとき，状態数 Ω(E)を 0 ≤ E ≤ 15E0 についてグラフに表しなさい．
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中間試験 3 ある孤立系の状態数が Ω(E) = 10(E/E0)
3 で表されるとする． 系のエネルギーが 3E0 である

とき，エネルギー固有状態 i が実現する確率 pi を近似的に求めなさい．ここでは，エネルギー固有値 Ei が
2E0 < Ei < 3E0 を満たすエネルギー固有状態 iは共通のマクロな性質を持つと考えなさい．
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中間試験 4 単原子分子理想気体（原子の質量M，体積 V，粒子数 N，逆温度 β）について，低密度では分配

関数が Z =
V N

N !

(
2πM

βh2

)3N/2

（ただし，hはプランク定数）で表される．このとき，理想気体の状態方程式を

導出しなさい．なお，圧力が p =
1

β

∂

∂V
logZ と表されることは既知とし，ボルツマン定数を kB としなさい．

中間試験 5 ヘルムホルツの自由エネルギー F について，次の問いに答えなさい．以下では，β が逆温度，V が
体積，Z が分配関数，U が内部エネルギー，T が絶対温度を表すものとしなさい．

(1) 熱力学では，圧力 pは p = −∂F
∂V
と表される．圧力の表式 p =

1

β

∂

∂V
logZ を踏まえ，F を β と Z を用

いて表しなさい．
(2) 熱力学では，エントロピー S は S = −∂F

∂T
と表される．S =

U − F

T
を満たすことを示しなさい．ただ

し，内部エネルギーが U = − ∂

∂β
logZ と表されることは既知としなさい．
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中間試験 6 温度が一定（逆温度 β）で磁場 H⃗ = (0, 0, H)（ただし，H > 0）のある空間に，電子が一つ固定
されている．電子はスピンと呼ばれる固有の角運動量を有しており，z 方向を向く状態（「状態 +」と呼ぶ）と，
−z 方向を向く状態（「状態 −」と呼ぶ）の二つがエネルギー固有状態である．また，エネルギー固有値は，磁気
モーメント µ0（ただし，µ0 > 0）を用いて，状態 +では E+ = −µ0H，状態 −では E− = µ0H と表される．

(1) 分配関数 Z を求めなさい．
(2) 状態 +に対応する確率を p+，状態 −に対応する確率を p− と表す．p+ と p− を求めなさい．
(3) β → 0と β → ∞について，p+ と p− の値を求めなさい．
(4) β に対して，p+ は単調増加，p− は単調減少することを示しなさい．
(5) p+ と p− を，横軸を β とするグラフで表しなさい．ただし，β > 0について ∂2p+

∂β2
< 0，∂

2p−
∂β2

> 0であ
ることは既知としなさい．

(6) 系の内部エネルギー U を求めなさい．
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中間試験 7 カノニカル分布に関して，次の問いに答えなさい．以下では，Z が分配関数，kB がボルツマン定
数，β が逆温度，T が絶対温度を表すものとしなさい．

(1) エネルギー固有値の期待値
〈
Ĥ
〉
を計算することにより，内部エネルギーの表式 U = − ∂

∂β
logZ を導出

しなさい．

(2) 内部エネルギーのゆらぎの表式 σ =

√
∂2

∂β2
logZ を導出しなさい．

(3) 比熱は C =
∂U

∂T
により定義される．C を kB，T，σ を用いて表しなさい．
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