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中間試験 1 それぞれの面に「0」，「2」と記されたコインを投げる．出た面に記された数を確率変数 f̂ とする．

(1) f̂ の期待値
〈
f̂
〉
を求めなさい．

(2) ゆらぎ（標準偏差）σ =

√〈
f̂2
〉
−
〈
f̂
〉2
を求めなさい．

中間試験 2 エネルギー固有値が E(nx,ny) = E0

(
n2
x + 2n2

y

)
（ただし，nx と ny と nz は自然数，E0 は正の定

数）で表されるとき，状態数 Ω(E)を 0 ≤ E ≤ 15E0 についてグラフに表しなさい．
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中間試験 3 ある孤立系の状態数が Ω(E) = 10(E/E0)
4（ただし，E0 は正の定数）で表されるとする． 系のエ

ネルギーが 2E0 であるとき，エネルギー固有状態 iが実現する確率 pi を近似的に求めなさい．ここでは，エネ
ルギー固有値 Ei が E0 < Ei < 2E0 を満たすエネルギー固有状態 iは共通のマクロな性質を持つとする．



統計力学 (2019年度：鳴海) 番号: 名前:

中間試験 4 単原子分子理想気体（原子の質量M，体積 V，粒子数N，逆温度 β，温度 T）は，低密度では分配

関数が Z =
V N

N !

(
M

2πβ!2

)3N/2

（ただし，!はディラック定数）で表される．このとき，理想気体の状態方程式

を導出しなさい．なお，圧力が P =
1

β

∂

∂V
logZ と表されることは既知とし，ボルツマン定数を kB としなさい．

中間試験 5 エネルギー固有値が En =

(
n+

1

2

)
ε0（ただし，nは 0以上の整数，ε0 は正の定数）と表される

等温系（逆温度 β）について，次の問いに答えなさい．

(1) 分配関数が Z =
e−

1
2 ε0β

1− e−ε0β
と表されることを示しなさい．ただし，|r| < 1 を満たす r について，

∞∑

n=0

rn =
1

1− r
であることは断りなく用いて良い．

(2) 内部エネルギーを ε0 と β を用いて表しなさい．ただし，内部エネルギーが U = − ∂

∂β
logZ と表される

ことは既知としなさい．
(3) ボルツマン定数を kB として，比熱 C =

dU

dT
を ε0，β，kB を用いて表しなさい．
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中間試験 6 等温系 (逆温度 β)にある一つの原子を考える．この原子は，エネルギー固有値が E1 =
1

2
hν であ

るエネルギー固有状態（状態 1）と，E2 =
3

2
hν であるエネルギー固有状態（状態 2）の二つの状態のいずれか

のみが実現する（ただし，hはプランク定数，ν は振動数を表す正の定数）．このとき，次の問いに答えなさい．

(1) 分配関数を求めなさい.

(2) 状態 i（i = 1, 2）が出現する確率を pi と表す．p1 と p2 を，β，ν，hを用いて表しなさい．
(3) β → 0と β → ∞について，p1 と p2 の値を求めなさい．
(4) β に対して，p1 は単調増加，p2 は単調減少することを示しなさい．
(5) p1 と p2 をグラフに表しなさい．ただし，

∂2p1
∂β2

< 0，∂
2p2
∂β2

> 0であることは既知としなさい．
(6) 系の内部エネルギー U を，β，ν，hを用いて表しなさい．
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中間試験 7 逆温度 β の環境下で，下端に質量M の質点がついた細長いゴムが，固定点 A から吊るされてい
る．ゴムは高分子が連なってできていることから，ゴムに対する簡単なモデルとして，質量の無視できる N 本
の短い棒（長さ a）が連なった 1 次元鎖を考える．棒は鉛直方向に対して下向きと上向きのいずれかをとるこ
とが可能とする．図は N = 14 のときの一例で，矢印が棒を表す．N 個の棒に上端から順に 1, . . . , N と番号
をつけ，下向きのとき xi = a，上向きのとき xi = −a となる変数 xi（i = 1, . . . , N）を考える（図の例では，
x1 = x2 = a，x3 = −a，x4 = aなど）．重力加速度の大きさを g として，次の問いに答えなさい．

(1) N = 1のとき，質点の位置エネルギーを g，M，x1 を用いて表しなさい．ただし，点 Aの高さの位置エ
ネルギーを 0とする．

(2) N = 1のとき，棒が上を向く確率 pu と下を向く確率 pd を，それぞれ β，a，g，M を用いて表しなさい．
ただし，系のエネルギーは質点の位置エネルギーと等しいとしなさい．

(3) N = 1のとき，x1 の平均値を β，a，g，M を用いて表しなさい．
(4) 任意の N に対して，ゴムの上端から下端までの距離の平均値を β，a，g，M，N を用いて表しなさい．

それぞれの棒は独立に動くことができることを考慮しなさい．
(5) βMga % 1という条件下では，ゴムのバネ定数が温度に比例することを説明しなさい．
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